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Zusammenfassung 

Sei F eine rationale Quaternionenalgebra, und sei k ein imaginärquadratischer Zer- 
fällungskörper von F. Erweitert man F zur 2 x 2-Matrixalgebra über k, dann lässt 
sich jede i^-Maximalordnung in eine Maximalordnung dieser Erweiterung einbetten. 
Wir zeigen, dass alle einbettenden Maximalordnungen isomorph zueinander sind, 
und dass und wie ihr Isomorphietyp (in Relation zur 2 x 2-Matrixalgebra über der 
Hauptordnung von k) nur vom Verzweigungsverhalten von F abhängt (Satz 1672]) . 
Damit können wir ermitteln, ob die Bianchi-Gruppe über der Hauptordnung von k 
3-Dieder-, Tetraeder- oder maximalendliche 2-Diedergruppen enthält (Satz l7.1| ). 
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1 Einleitung 



Sei d 6 N quadratfrei, und sei o die Hauptordnung des imaginärquadratischen Zahlkör- 
pers k = Q(iVd). Sei F eine Q-Quaternionenalgebra mit Zerfällungskörper k. Wir un- 
tersuchen die Einbettungen F M- M 2 (k) und klären, welche M 2 (Ä;)-Maximalordnungen 
50t dabei als Erweiterung einer F-Maximalordnung auftreten können: Der Isomorphietyp 
von 9JT in Relation zu M2(o) hängt nur vom Verzweigungsverhalten von F ab. 

Unser Hauptergebnis ist der nachstehende Satz 16.21 Darin verwenden wir die folgenden 
Notationen: Für eine Stelle p von Q und a, b € Q x bezeichne ( das Hilbert-Symbol. 

V p J 

fF\ 

Sei — := +1 oder —1, je nachdem, ob F an der Stelle p zerlegt oder verzweigt ist. 

Sei v(F) das Produkt der endlichen Verzweigungsstellen von F, multipliziert mit — 1, 
falls F an der Stelle oo verzweigt ist. 

Schließlich sei n(Wl) := Nk^NiMM^o)))- 1 . Hierbei ist JV(£DtM 2 (o)) die Norm des 
Ideals ÜJlM 2 (o) und N k \ Q (N (ßJlM 2 (o))) die Absolutnorm des o-Ideals N(ßlM 2 (o)). 

Satz 16.21 Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iVd). SeiF eine Q-Quaternionenalgebra. 
Sei $ eine F -Maximalordnung, und sei 971 eine M 2 {k)- Maximalordnung. 
Genau dann gibt es eine Einbettung f : F M 2 {k) mit f($) C 9JT, 

fv(F)n(m),-d\ fF\ £ .. „ n „ 
wenn = — J ur a '' e Stellen p von Gj. 

V p ) \pJ 

Bemerkung: Der Isomorphietyp von 9Jt in Relation zu M 2 (o) wird bekanntlich durch die 

fn(Wt),—d\ 

Gesamtheit der Hilbertsymbole ( ■ ) charakterisiert (Lemmata 13.31 und 13.4p . 

V p ) 

Zum Beweis von Satz 16.21 konstruieren wir zuerst spezielle Einbettungen von F und 5" 
(Sätze |4~T1 und 0x2]) , Die generelle Aussage folgt durch Vergleich mit diesen Einbettungen. 

Als Anwendung von Satz 16.21 können wir dann klären, welche nichtzyklischen endlichen 
Untergruppen die Bianchi-Gruppe PSL 2 {o) = SL 2 (o)/{±l} enthält: 

Satz 17.11 Sei d G N quadratfrei, und sei k = Q(i\fd) mit Hauptordnung o. 

@) PSL 2 (o) enthält genau dann eine 3-Diedergruppe T>3, 
wenn p = 1 (mod 3) für alle Primteiler p ^ 3 von d. 

( fSj) PSL 2 (o) enthält genau dann eine Tetraedergruppe T , 

wenn p = 1 oder p = 3 (mod 8) für alle Primteiler p ^ 2 von d. 



m\) PSL 2 (o) enthält genau dann eine 2-Diedergruppe T> 2 , 

aber nicht die Tetraedergruppe T mit T> 2 C T C PSL 2 (k), 
wenn p = 1 (mod 4) für alle Primteiler p ^ 2 von d. 
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Es ist bekannt, welche endlichen Untergruppen die Gruppe PSL2(k) enthält, und dass es 
bis auf Isomorphie jeweils höchstens eine M2 (fc)-Maximalordnung gibt, deren projektive 
Norm- Eins-Gruppe Untergruppen vom Isomorphietyp P3, T oder (maximalendlich) T>i 
enhält ( Lemma ET51 und Sätze 20.39, 20.41, 26.12 und 26.14]). 

Aber die Frage, ob die Bianchi-Gruppe PSLiio) Untergruppen vom Isomorphietyp P3, 
T oder (maximalendlich) T>2 enhält, wurde in [5] nur für spezielle d beantwortet. 

Unter Verwendung der Ergebnisse von [5] lassen sich nun für jedes d die Konjugationsklas- 
senanzahlen der endlichen Untergruppen der Bianchi-Gruppe angeben (in Vorbereitung). 
Rahm hat in [ü] die homologische Torsion und die Farrell-Tate-Kohomologie der Bianchi- 
Gruppen ermittelt und als Funktion dieser Konjugationsklassenanzahlen ausgedrückt. 

Wir beweisen Satz 17.11 durch Zurückführung auf Satz 16.21 

Enthält PSL2(k) eine Untergruppe vom Isomorphietyp D3 oder 7~, dann erzeugt deren 
Urbild in SL/2(k) über Q eine Quaternionenalgebra F C Mi{k) und über Z eine F- 
Maximalordnung die sich natürlich in eine M2(/c)-Maximalordnung 97T einbetten lässt. 
Daher führt die Frage P3 C PSL2(o) bzw. 7~ C PSL2(o) zurück auf die Frage nach dem 
Isomorphietyp von 971, die wir als Spezialfall von Satz 16.21 beantworten können. 
Die vom Urbild einer Gruppe T>2 C PSL-2(k) erzeugte F-Ordnung ist nicht maximal. 
Wir nehmen zum Beweis von I7.11(jm|) daher [5j Satz 26.12] zu Hilfe. Dort werden u. a. 
die Einbettungen von Tetraeder- und 2-Diedergruppen zueinander in Beziehung gesetzt. 

Ich danke Alexander D. Rahm für seine Ratschläge und die technische Unterstützung, 
und Jürgen Rohlfs für die kritische Durchsicht des Manuskripts und hilfreiche Vorschläge. 

2 Bezeichnungen 

In einer abelschen Gruppe G sei G^ die Untergruppe der Quadrate. In einem Ring R mit 
Eins sei R x die Gruppe der multiplikativ invertierbaren Elemente. Wenn R kommutativ 
ist, dann sei Mi(R) die R- Algebra der 2x2-Matrizen mit Koeffizienten aus R. 

Für zGC bezeichne z 1— > z die komplexe Konjugation und \z\ = \f~zH den Absolutbetrag. 

Sei im Folgenden stets d E N quadratfrei, k = Q(iy/d) C C imaginärquadratischer Zahl- 
körper mit Hauptordnung und Diskriminante D. Die Einschränkung der komplexen 
Konjugation auf k stimmt mit der nichttrivialen Galois-Involution von k/Q überein. Be- 
zeichne / die Gruppe der o-Ideale und H die Untergruppe der Hauptideale. Für a G / sei 
N^q(o) € Q + die Absolutnorm bezüglich k/Q. Für a £ k x ist dann Nuq^clo) = N^q(ü). 

Sei p stets eine Stelle von Q, d.h. eine Primzahl p E N oder die unendliche Stelle p = 00. 
Sei p stets eine Stelle von k, d.h. ein Primideal p C oder die unendliche Stelle p = 00. 

Ist p 6 N Primzahl, dann ist k auf natürliche Weise eingebettet in die halbeinfache 
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quadratische Erweiterung k p = Q p <8)q k von Q p , mit Hauptordnung o p = Z p o. Die 
Galois-Involution a4ö von fc/Q setzt sich auf natürliche Weise auf k p /Q p fort. Ist p 
verzweigt oder träge in o mit Primteiler p, dann ist auf natürliche Weise k p = kp und 
o p = o p . Für die jeweils einzige unendliche Stelle von Q bzw. k ist Qoo = R bzw. koo = C. 

Für eine Q-Quaternionenalgebra F sei F p = Q p <g)Q F. Auf natürliche Weise sei F einge- 
bettet in F p . Sei Q mit dem Zentrum von F und Q p mit dem Zentrum von F p identifiziert. 
Für eine Stelle p von k sei analog k C M 2 (k) C M 2 (k) p = M 2 (k p ) und k p C M 2 {k p ). 
Betrachte p G N: Für einen Z-Modul 5 C -F ist dann 5p = Z p ^ die lokale Komponente. 
Für eine endliche Stelle p von k und einen o-Modul 9Jt C M 2 (k) ist analog S0t p = o p 9JJ. 

Für ein Element M einer Quaternionenalgebra Q bezeichne M* das konjugierte Element. 
N(M) = MM* und S{M) = M + M* sind dann die Norm und die Spur von M. 
In Q bzw. einer Q-Maximalordnung 9JJ sei r(Q) bzw. r(9Jt) die Norm-Eins-Gruppe, und 
sei PY{Q) = r(Q)/{±l} bzw. PT(Wl) = r(9Jt)/{±l} die projektive Norm-Eins-Gruppe. 
Speziell ist dann PSL 2 (o) = Pr(M 2 (o)) die Bianchi-Gruppe. 

Ist K ein algebraischer oder p-adischer Zahlkörper, dann heißen (in dieser Reihenfolge) 
M U ,M 12 ,M 21 ,M 22 £ M 2 (K) \ {0} Matrizeseinheiten, wenn für alle r, s, G {1,2} gilt: 
M rl M ls = M r2 M 2s = M rs und M rl M 2s = M r2 M ls = 0. Dann ist {M U ,M 12 , M 21 ,M 22 } 
eine Basis von M 2 (K), und aM\\ + ßM\ 2 +^M 2 \ +5M 22 mit a, ß,j,ö G K hat bezüglich 

der Matrizeseinheiten die Darstellung \ r ] , mit den bekannten Matrix- Rechenregeln. 

VT V' 

Ist p 2 Primzahl und a G Z teilerfremd zu p, dann sei ( — ) das Legendre-Symbol. 

KP/ 

Für eine Stelle p von Q und a, b G Q x sei ( — — ) das Hilbert-Symbol. 

V p ) 

Für m G N sei P m stets eine m-Diedergruppe. T bezeichne stets eine Tetraedergruppe. 
X?3 und T sind isomorph zur symmetrischen Gruppe £3 bzw. alternierenden Gruppe A4. 
V 2 ist Normalteiler in T und isomorph zur Kleinschen Vierergruppe V4 = Z/2Z x Z/2Z. 



3 Grundlagen 

Lemma 3.1. Sei i^T algebraischer oder p-adischer Zahlkörper. 
Sei Q eine K -Quaternionenalgebra. 

a) Seien A,B G Q mit N(A) = N(B), S(A) = S(B) und S(A) 2 / 4N(A). 
Dann gibt es einen Automorphismus j von Q mit j(A) = B. 

b) Sei j ein Automorphismus von Q. 

Dann gibt es J G Q x mit j(q) = JqJ^ 1 für alle q G Q. 

c) Sei L ein quadratischer Erweiterungskörper von K. 

Genau dann ist L Zerfällungskörper von Q, wenn es eine Einbettung e : L Q gibt. 
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Beweis. 

0} Falls K[A] Körper ist, siehe [2j Teil IV, § 4, Satz 3]. 

Sei also K[A] kein Körper. Dann zerfällt Q, lässt sich also als Matrixalgebra M^K) 
darstellen, und das charakteristische Polynom von A hat in K zwei Nullstellen a ^ b. 

Nun folgt leicht, dass es X, Y G Q x gibt mit XAX' 1 = YBY^ 1 = f jj °Y 

Mit j(g) := Y^XgX^Y für g G Q folgt die Behauptung. 
EJ Siehe [2j Teil IV, § 4, Satz 5]. 
Ej) Siehe [2j Teil IV, § 4, Sätze 13 und 17]. 

□ 

Lemma 3.2. Sei K ein p-adischer Zahlkörper mit Hauptordnung D, und sei ir £ D ein 
Primelement. Seien 9JT und zwei M 2 (K) -Maximalordnungen. 



die Darstellungen ( ^ ^ J und ( ^ n ^ \ haben, mit r£ Nq. 



a) Dann gibt es Matrizeseinheiten in M 2 {K), bezüglich derer 9Jt und 

b) Sei MVJl'M- 1 C 9JT für ein M eWl, M irWl. 
Dann ist N(Tl'Tl) = N(M)~ 1 Ö. 

Beweis. 

[äj Siehe [4] Seite 135, im Beweis von Satz 7]. 

EJ) Da MTl'M" 1 eine M 2 (if)-Maximalordnung ist, gilt MWl'M' 1 = M. 

) . Dann ist M'Wl'M'" 1 = 9K 

und N(Wi'm) = ir- r D = N(M')~ 1 0. Also ist MM'^Wl = TIMM'- 1 ein zweiseitiges 
SDUdeal. Mit [2, Teil VI, § 11, Satz 13] folgt M = ir s M'E für ein s G Z und G 9Jt x . 
Wegen M, M' E VJl und M, M' vrWi ist s = 0. Also gilt N(M)~ 1 = N(M')~ 1 D. 

□ 

Lemma 3.3. .Sei d G N quadratfrei, und sei k = Q(iy/d) mit Hauptordnung o, Ideal- 
gruppe I und Hauptidealgruppe H. Seien 9JT und 9H' zwei M2(k) -Maximalordnungen. 

a) Dann gilt stets N(WlWl')N(WlM 2 (o))N(Wl' M 2 (o)) G I (2) . 

b) Genau dann sind 9Jt und 971' isomorph, wenn 

Bemerkung: Lemma [3.31 ist Spezialfall eines allgemeinen Satzes, siehe etwa [5j Satz 10.9]. 

Beweis. Ist a G /, dann ist 9Ko ein zweiseitiges 9JT-Ideal und N(D3la) = a 2 . Ist umgekehrt 
2t ein zweiseitiges 50t-Ideal, dann ist 21 = SOta mit a G /, siehe [JJ Teil VI, §11, Satz 13]. 
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[äj) 2t = Tim' M 2 {o)(mM 2 (o))- 1 ist ein zweiseitiges SDWdeal. 

Nach [21 Teil VI, § 4, Satz 3 (Normenmultiplikationssatz)] gilt: 
N(mm')N(m'M 2 (o)) = N(mm'M 2 (o)) = N{Vi)N(mM 2 (o)), also 

N{mm')NlmM 2 (o))N(m'M 2 (o)) = N(%)N(mM 2 (o)) 2 g i^. 

[b]) Falls SOT und m' isomorph sind, gibt es ein M G GL 2 (k) mit 9K = Mm'M' 1 . 
Dann ist mM = M9JI', und 21 = (9Jt93T / ) _1 M9Jt' ist ein zweiseitiges 9Jt'-Ideal. 
Also ist dann N(mm r ) = N '(Mm')N "(2t)- 1 £ I^H. 

Falls umg ekehrt N(mm') G I^ü, gibt es ein zweiseitiges OH-Ideal 2t mit 
N(^imm') = N(Vl)N(mm) G H. Nach [3, Satz 1] gibt es ein M G GL 2 (k) mit 
2l9M>t' = OHM. Die Rechtsordnung dieses Ideals ist m' = M _1 9JtM. 

□ 

Lemma 3.4. Sei de N quadratfrei, und sei k = Q(i\/~d) mit Hauptordnung o, Idealgrup- 
pe I und Hauptidealgruppe H . Sei a £ I. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent: 

(%) a G I^H. 

(ii) Es gibt a G k x mit A^iq(ci) = N^q(a). 

/ N m (a),-d\ 

(iii) I I = 1 für alle Stellen p von Q. 

Beweis. 

• © O (jSJ): Siehe [U Kapitel III, § 8, Sätze 6 und 7]. 

• 44> ([m]): Siehe [H Kapitel I, § 7, Satz 1 (Minkowski-Hasse)]. 

□ 

Für Rechenregeln zum Hilbert-Symbol siehe [TJ Kapitel I, § 5, Formeln (9)-(13), Satz 7]. 

Lemma 3.5. Sei d G N quadratfrei, und sei k = Q(iVd). 

Jede endliche nichttriviale Untergruppe von PSL 2 {k) ist vom Isomorphietyp 

7LjnL, Z/3Z, D3 (3-Diedergruppe), T (Tetraedergruppe) oder T> 2 (2-Diedergruppe). 

Beweis. Sei G C SL 2 (k) Urbild einer endlichen, nichttrivialen Untergruppe von PSL 2 (k). 
Das Urbild M G G eines Elements der Ordnung m > 1 hat die Ordnung 2m. Ist ( G C 
eine primitive 2m-te Einheitswurzel, dann ist S(M) = £ + £ G o fl R = Z. Daher muss 
m = 2 oder m = 3 sein. Gemäß [7, Chapter 4.4] ist G also eine zyklische Gruppe der 
Ordnung 4 oder 6, oder eine binäre 3-Dieder-, Tetraeder- oder 2-Diedergruppe. 

□ 
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4 Spezielle Einbettung rationaler Quaternionenalgebren 

Satz 4.1. Sei d G N quadratfrei, und sei k = Q(i^/d) mit Hauptordnung o und Diskri- 
minante D. Sei F eine Q-Quaternionenalgebra mit Zerfällungskörper k. 



a) Es gibt t G Q x , so dass F isomorph ist zur Q- Algebra F(t) :- 



a b 
tb ä 

iVd \ y r /i\ fO l\ rrr ,^ ( iVd 



a,b G k 



i 7 und F(f) sine? genau an den Stellen p von Q verzweigt, wo f— ) — - I /'s/. 

c) Man kann o.B.d.A. annehmen, dass t G Z und quadratfrei ist, 
dass t teilerfremd zu D ist, und dass t = 1 (mod 4), falls 2 \ d. 



d) F(t)nM 2 (o) 



a b 
tb ä 



a, b G o > ist eine F(t)-Ordnung mit Diskriminante t D TL. 



Beweis. Aus U 2 = -d, V{t) 2 = t und W{t) = UV(t) = -V(t)U folgt zunächst leicht, 
dass F(t) eine Q-Quaternionenalgebra ist, falls t G Q x . 

[äj) Da k Zerfällungskörper von F ist, kann man F in M 2 {k) und nach Lemma [3.11c]) auch 
k in F (als Q- Algebren) einbetten. Nach Lemma I3,ltäj) kann man die Einbettungen 

e : k ^-t- F und / : F M2(k) so annehmen, dass /(e(a)) = ^ ^\ für a G /c. 
Speziell ist dann [/ = f(e(iV~d)) G /(F). 

Nach Lemma l3,lläj) kann man den Automorphismus — ) l— M n ) von f( e (k)) 



v äj \0 aj 

zu einem Automorphismus von f(F) fortsetzen. Nach Lemma l3.llb|) gibt es also ein 
T G f(F) x mit TUT^ 1 = —U. Man rechnet leicht nach, dass T = mit 
b,c£k x . Wegen 6c = -iV(T) G Q x gibt es t G Q x mit c = Sei b = a + ßa'Vd mit 
6 Q. Aus ( ( °- *) = (5 ») (° ») = («_ W T e /(F) folgt Vit) e ,(F). 
Da C7 und die Q- Algebra erzeugen, ist also /(F) = F(t). 

[E} Ist eine Primzahl p in o zerlegt, dann ist F unverzweigt an der Stelle p, da k Zerfäl- 
lungskörper von F ist, und man prüft leicht nach, dass ( — ] = 1 für alle t G Q x . 

\ P ) 

Betrachte nun den Fall, dass p verzweigt oder träge in o ist, mit Primteiler p C 0. 
Da N(U + W(1)) = 0, ist -F(l) keine Divisionsalgebra, also speziell auch unverzweigt 
an der Stelle p. Daher ist F(t) genau dann unverzweigt an der Stelle p, wenn F(t) p 
und F(l) p isomorph sind. Man kann einen Isomorphismus j: F{t) p — > F(l) p dann 
so wählen, dass j(U) = U. Und man kann j zu einem Automorphismus von M2(kp) 
fortsetzen, denn eine Q p -Basis von F(t) p oder F(l) p ist auch /c p -Basis von M2(/c p ). 
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F ist also unverzweigt an der Stelle p genau dann, wenn es J G /cp[C/] x gibt mit 
JV(t)J~ l = j(V(t)) G F(l) p . Das ist genau dann der Fall, wenn es o, b G A;^ gibt mit 



i&a" 1 



gleichwertig t = ab 1 ab 1 . Das ist genau dann der Fall, wenn ( — ] = 1. 

V P 

Diese Argumentation ist auch für die unendliche Stelle von Q gültig. 

ftr 2 ,-d\ ft,-(T 

[cj) Es gibt r G Q + , so dass tr 2 G Z quadratfrei ist. Wegen ( - ) = ( — ) für 



P J \ P 

alle Stellen p von Q, haben F(tr 2 ) und F(t) dieselben Verzweigungsstellen, sind also 
isomorph. Man kann daher t G Z und quadratfrei annehmen. (Ersetze i durch tr 2 .) 

Sei (7 der größte gemeinsame Teiler von t und d, und sei t = gt' und d = gd' . Wegen 

d + ° 2 '- d ) = 1 ist = + »).-"') . m. , > , lst , ersetze man t 

p / Vp/V p / 

durch den quadratfreien Anteil von t'(d' + g). Dann ist t teilerfremd zu d. Falls t und 
D einen gemeinsamen Teiler g' > 1 haben, ist g' = 2 und d = 1 (mod 4), und man 
ersetze t durch den quadratfreien Anteil von t(d+ l)/4. Dann ist t teilerfremd zu D. 

Falls 2 | d und i ^ 1 (mod 4), ist d = 2 (mod 4) und t = 3 (mod 4). 

In diesem Fall ersetze man schließlich t durch den quadratfreien Anteil von t(d + 1). 

[d]) rechnet man leicht nach. 

□ 



5 Spezielle Einbettung von Maximalordnungen 

Definition 5.1. Sei d G N quadratfrei, und sei k = Q(ivd) mit Hauptordnung o. 
Sei F eine Q-Quaternionenalgebra, und sei OK eine M2(k) -Maximalordnung. 

fF\ 

a) Für eine Stelle p von Q sei ( — := +1 oder —1, 

\P J 

je nachdem, ob F an der Stelle p zerlegt oder verzweigt ist. 

b) Sei v(F) das Produkt der endlichen Verzweigungsstellen von F, 
multipliziert mit —1, falls F an der Stelle oo verzweigt ist. 

c) Sei n(m) := N k \ Q (N (VJIMzio)))- 1 . 

Satz 5.2. Sei d G N quadratfrei, und sei k = <Q(iy/d) mit Hauptordnung o und Diskri- 
minante D. Seien t,F(t),U, Vit), W(t) wie in Satz \4-1\ 

Dann gibt es eine F(t) -Maximalordnung $(t) und eine Mz{k) -Maximalordnung ÜJl(t) mit 
$(t) C Tl(t), so dass v(F(t))n(Wl{t)) = t\D\. 



8 



Beweis. Man rechnet elementar nach, dass die unten in (ji| - (jvj) definierten Z p -Modum 
$(t)p und Op-Moduln 9Jl(t)p multiplikativ abgeschlossen sind mit $(t) p C 9JT(t) p für p | p. 
Man rechnet auch elementar nach, dass $(t) p die Diskriminante Z p oder p 2 Z p hat, je 
nachdem, ob F(t) an der Stelle p zerlegt oder verzweigt ist. An allen endlichen Stellen p 
von k hat 9JT(t) p die Diskriminante o p . Also sind $(t) p und 9Jt(t) p stets Maximalordnun- 
gen. Da $(t)p = (F(t)r)M 2 (o))p bzw. 5öT(i) p = M 2 (o) p an fast allen endlichen Stellen, sind 
$(t) und ÜJl(t) wohldefinierte Maximalordnungen mit C Wl(t), siehe [2 Teil VI, § 
11, Satz 23]. Im Folgenden kürzen wir v(t) = v(F(t)) und n(t) = n(5ö?(i)) ab. Wir zeigen 
t\D\ = v(t)n{t) lokal durch Abgleich der Vielfachheit der Primzahl p in den Termen tD, 

v(t), n(t). Schließlich ist t\D\ < genau dann, wenn t < 0, also wenn ( — — — ] = —1, d.h. 

V oo ) 

wenn F(t) an der Stelle oo verzweigt ist. Genau dann ist auch v(t) < und v(t)n(t) < 0. 
(i) Falls p 7^ oo und p \ tD, ist ' 



p 

Sei 3(t) p := (F(t) n M 2 (o)) p , und sei M(t) p := M 2 (o) p für alle Primteiler p von p. 
Es gilt p\tD und p \ v(t). Aus N(Wl(t)M 2 (o)) v = o p für alle p | p folgt p \ n(t). 

(ii) Falls ( — ) = 1 und p I i, ist p zerlegt in o, po = pp. 

V P ) 

• Falls p 7^ 2, sei a G N minimal mit der Eigenschaft a 2 = —d (mod p), 
und sei p das von p und a + iy/d erzeugte Primideal. 

Sei ff(t) p der Z p -Modul mit Basis {1, U, V(t), (aV(t) + W(t))/p}. 

• Falls p = 2, ist d = 7 (mod 8). 

Sei p das von 2 und (1 + i\fd)/2 erzeugte Primideal. 

Sei $(t) p der Z p -Modul mit Basis {1, (1 + U)/2,V(t), (V(t) + W(t))/A}. 

Sei ÜJt(t) p := M 2 (o) p und SDT(% := (° * 

r 

Es gilt p | tD, aber p 2 \ tD und p \ v(t). 
N(Wl(t)M 2 (o))p = o p und N{WX{t)M 2 (o)) v - = p^Op. 
Mit N m (p) = p folgt p | n(t), aber p 2 f n(t). 

(iii) Falls [ — ] = 1 und p I D, ist p verzweigt in o, po = p 2 . 

V P ) 

• Falls p 7^ 2, sei ß 6 N minimal mit der Eigenschaft ß 2 = t (mod p). 
Sei S(i) p der Z p -Modul mit Basis {1, ET, V(i), (/3C/ + W(t))/p}, 
und sei 9Jt(t) p der o p -Modul mit Basis {1, U, V(t), (ßU + W{t))/p). 
Es gilt p | tL>, aber p 2 \ tD und p f v(t). 

Mit M = f ^ .^S rechnet man leicht nach, dass MWl^pM' 1 C M 2 (o) p . 

Nach Lemma I3~2lb)l ist N(Tl(t)M 2 (o)) v = N(M)~ 1 o v = (ßis/d^Op = p^Op 
Mit N k i Q (p) = p folgt p | n(t), aber p 2 f n(t). 
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• Falls p = 2 und 2 | d, gilt t = 1 (mod 4) (Satz gTQcj), also t = 1 (mod 8). 
Sei ff(t) p der Z p -Modul mit Basis {1, U, (1 + V(t))/2, (U + W(t))/4}, 
und sei 9Jt(t) p der o p -Modul mit Basis {1, U, (1 + V(t))/2, (U + W(t))/4}. 
Es gilt p 3 | £Z?, aber p 4 f tD und p f v(t). 

Mit M = + ^ gilt MWt^pM- 1 C M 2 (0) p . 

Nach Lemma EZED ist N(SÖt(i)M 2 (o)) p = iV(M)- 1 o p = (2i\Zd) _1 o p = p~ 3 o p , 
also p 3 | n(i), aber p 4 \ n(t). 

• Falls p = 2 und d = 1 (mod 4), ist t = 1 (mod 4). 

Sei ff(t) p der Z p -Modul mit Basis {1, U, (1 + V(i))/2, (U + W(t))/2}, 
und sei 3Jt(t) p der o p -Modul mit Basis {1, U, (1 + V(t))/2, (U + W(t))/2}. 
Es gilt p 2 \ tD, aber p 3 f iZ) und p\v{t). 

Mit M = (\ M güt Mari(t) )) M- 1 C Af 2 (o) p . 

Nach LemmaE^El) ist 2V(9Jt(i)M 2 (o)) p = N(M)~ 1 o p = 2~ 1 o p = p~ 2 o p , 
also p 2 | n(i), aber p 3 \ n(t). 

Falls ( — | = —1 und p I i, ist p träge in o, po = p. 

\ P J 

Sei £(t) p := (F(t) n M 2 (o)) p , und sei SH(t) p := M 2 (o) p . 

Es gilt p | und p \ v(t), aber p 2 \ tD und p 2 \ v(t). Wie in fll]) folgt p \ n(t). 
t, —d\ 1 j i n • . 2 



Falls = —1 und p D, ist p verzweigt in o, po = p 

V P ) 

• Falls p ^ 2, sei $(i) p := (F(t) n M 2 (o)) p , und sei 9Jt(i) p := M 2 (o) p . 

Es gilt p | tD und p | aber p 2 \ tD und p 2 \ v(t). Wie in (|IJ) folgt p { n(i). 

• Falls p = 2 und 2 | d, gilt t = 1 (mod 4) (Satz ETTtej) . also t = 5 (mod 8). 
Sei ${t) p der Z p -Modul mit Basis {1, U, (1 + V(t))/2, ([/ + W(t))/2}, und 
sei DJt(i) p der o p -Modul mit Basis {1, U/Wd, (1 + V(t))/2, (U + W{t))/2i\fd}. 
Es gilt p 3 | und p \ v(t), aber p 4 f und p 2 f 

Mit M = (l ^ gilt MaJl^M" 1 C M 2 (o) p . 

Nach Lemma IT2lbl) ist N(9Jl(t)M 2 (o)) p = N(M)~ 1 o p = 2~ 1 o p = p~ 2 o p , 
also p 2 | n(t), aber p 3 { n(i). 

• Falls p = 2 und <i = 1 (mod 4), ist t = 3 (mod 4). Sei der Z p -Modul mit 
Basis {1, U, V(t), (1 + U + V(t) + W(t))/2}, und sei Wl(t) p der o p -Modul mit 
Basis {1, (1 + 10/(1 + iVd), (1 + V{t))/{\ + iVd), (1 + U + V{t) + W(t))/2}. 
Es gilt p 2 | tD und p | v(t), aber p 3 { tD und p 2 f 

Mit M = (\ 1 gilt M2rr(i) p M -1 C M 2 (o) p . Nach Lemma K2M ist 

iV(mt(t)M 2 (o)) p = N{M)~\ = (1 + iVd)-\ = p-\, 
also p | aber p 2 { n(t). 

□ 
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6 Typisierung der einbettenden Maximalordnungen 

Satz 6.1. Sei d G N quadratfrei, und sei k = Q(iy/d) mit Hauptordnung o und Dis- 
kriminante D. Sei F C M2(k) eine (J-Quaternionenalgebra, und seien & zwei F- 
Maximalordnungen. Seien 97t, 9J1' zwei Mi(Jt) -Maximalordnungen mit $ C 9JT, $ C 50t'. 
Dann gibt es m G N, so dass iV(9Jt9Jt') = m 0. 

Beweis. Die Behauptung folgt durch Zusammenfügen der folgenden lokalen Ergebnisse. 

(i) Sei p eine endliche Stelle von Q, an der F zerfällt. Nach Lemma I3.2läj) gibt es 

(1j TL \ 

Matrizeseinheiten in F p , bezüglich derer $ p und die Darstellungen I p p ] und 

v ^ p ) haben, mit r G No- Für ü I p gilt dann offenbar 9JL = ( p p ) 
p' L p L p J r \o p o p J 

und 9Jt p = (° r p Q P . Also gilt N(WXWl') p = N(Wl v Wl' p ) = p~ r o p . (Ist p in o 
zerlegt, folgt das Ergebnis durch Zusammenfügen für die beiden Primteiler von p.) 

(ii) Sei p eine endliche Verzweigungsstelle von F, und sei p\ D. Dann ist p träge in o, 
po = p. Es gibt r G N , so dass N(<mSJt% = N(Wl v Wl' p ) = p~ r o p = p~ r o p . 

(iii) Sei p Verzweigungsstelle von F mit p \ D, po = p 2 . Sei 7r G o p Primelement. F p ist 
Divisionsalgebra mit der einzigen Maximalordnung $ p = $' p . Wir zeigen 9Jt p = 9Jt p . 
Wir führen den Beweis durch Widerspruch. Wir nehmen also an, dass 9JT p 7^ 9Jt p . 
Nach Lemma l3.2täj) gibt es dann Matrizeseinheiten in M2(/c p ), bezüglich derer 9JT p 

und yyt'„ die Darstellungen ( ° p ° p | und ( ^ p ^ ° p | haben, mit r € N. 

p 6 V°p <v V °p °p J 

• Sei p / 2. 

Nach Satz 14. Ii gibt es i G Q x , so dass I4.1tcj) gilt und F isomorph zu F(t) ist. 
Enstsprechend zu V(t) G F(t) gibt es dann V G $ p C 9Jt p n 9JT p mit y 2 = i. 

Wegen S(y) = gibt es a, b, c G o p mit V = f ^ _M . Wegen JV(y) = -t ist 

i = a 2 + 7r6c = a 2 (mod 7f). Daraus folgt t G kn^K Aber wegen ( — 

V P 

(siehe Satz I4.llb|) ist t G" Qp , und da p in verzweigt ist, auch £ G" kp^ 2 \ 

• Sei p = 2. 

F2 ist eine (bis auf Isomorphie die einzige) Q2-Divisions-Quaternionenalgebra. 
Daher gibt es A,B G F 2 mit A 2 = -1, ß 2 = -1, Aß = -SA. Dann ist 
C = (l-A-B-AB)ß G £2 C 9Jl p n97t p . Wegen 5(C) = 1 gibt es a,b,c G o p 

mit C = ( a , b V Dann ist a(l - a) = N(C) + nbc = 1 (mod 7r). Aber 
yrrc 1 — aj 

da notwendig a = (mod 7r) oder a = 1 (mod n), ist a(l — a) = (mod ir). 

□ 
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Satz 6.2. Sei d G N quadratfrei, und sei k = <Q(iy/d). Sei F eine Q-Quaternionenalgebra. 
Sei $ eine F -Maximalordnung, und sei 50t eine M 2 (k) -Maximalordnung. 
Genau dann gibt es eine Einbettung f : F M 2 (k) mit f($) C 50t, 

fv(F)n(m),-d\ /F\ t .. „ „ „ 

wenn = — f ur a '' e Stellen p von Gj. 

V P / VP/ 

(i) Sei f : F M 2 (k) eine Einbettung mit /(#) C Tl. 

Nach Satz 14.11 gibt es t G Q x , so dass !4.1lcj) gilt und F isomorph zu F(t) ist. Nach 

SatzEHundSatzE© ist = (fflz^ = (^ für alle p . 

V p / V p / vp/ 

Ein Isomorphismus j : /(-F) — > F(t) lässt sich zu einem Automorphismus von M 2 (k) 

fortsetzen, denn eine Q-Basis von f(F) oder F(t) ist auch /c-Basis von M 2 {k). 

Mit den Lemmata EOlbl) und üOtajl folgt N(DJlM 2 (o))N(j(M)M 2 (o)) G I (2) #. 

j(f(3)) ist F(t)-Maximalordnung mit J (/(#)) C j(£Dt). Nach SatzOgibt es m G N, 

so dass N(j(m)m(t)) = m _1 G 7 (2) ü\ Mit Lemma l3~3tajl folgt 

N{j(Wl)M 2 {o))N(Wl(t)M 2 (o)) G /^i?, also V(9JtM 2 (o))V(9?t(i)M 2 (o)) G I^H. 

f n(Wl)n(Wl(t)), -d\ 
Mit Lemma f3. 41 folgt ( ) = 1 für alle p, und also die Behauptung. 

V p / 

(ii) Sei I v ; v — - ) = I — ) für alle Stellen p von Q. 

b ist genau an den Stellen p von Gj) verzweigt, wo = — 1 ist. Daher 

V p / 

haben F und F(v(F)n($Jl)) die gleichen Verzweigungsstellen, sind also isomorph, 
siehe Satz I4.llbj) und [2, Teil VII, § 5, Satz 8]. Speziell ist k Zerfällungskörper von 
F. Nach Satz 14. Ii gibt es t G Q x , so dass I4.1tcj) gilt und F isomorph zu F(t) ist. 
Nach SatzOist f «W^W).-^ _ (Wr^) _ M fflr ^ 

v p y v p / vp/ 

Mit den Lemmata 13.41 l3T3lä]) und l3,3lb|) folgt, dass 50t und 50t(i) isomorph sind. 
Sei e : F M 2 (k) eine Einbettung mit e(F) = F(t), 

und sei 50t' eine M 2 (fc)-Maximalordnung mit e(5) C 50t'. Nach Satz 16.11 gibt es 
m G N, so dass V(50T'50T(t)) = m _1 G I (2) F. Mit Lemma EUflb)) folgt, dass 50t' und 
50t(i), also auch 50t' und 59t isomorph sind. Ein Isomorphismus j : DJl' — > 50t lässt 
sich auf natürliche Weise zu einem Automorphismus von M 2 (k) fortsetzen. 
Sei / = joe. Dann ist / : F ^ M 2 {k) Einbettung mit /($) = j(e(ff)) C i(£öt') = 50t. 

□ 
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7 Die endlichen Untergruppen der Bianchi-Gruppen 



Satz 7.1. Sei d G N quadratfrei, und sei k = Q)(ii/d) mit Hauptordnung o. 

(i) P 6X2(0) enthält genau dann eine 3-Diedergruppe T> 3 , 
wenn p = 1 (mod 3) für alle Primteiler p 7^ 3 von d. 

(ii) P 5X2(0) enthält genau dann eine Tetraedergruppe T , 

wenn p = 1 oder p = 3 (mod 8) für alle Primteiler p 7^ 2 von d. 

(iii) PS 1*2(0) enthält genau dann eine 2-Diedergruppe T>2, 

aber nicht die Tetraedergruppe T mit T>2 C T C PSL2(k), 
wenn p = 1 (mod 4) für alle Primteiler p 7^ 2 won <i. 

Beweis. Für eine Q-Quaternionenalgebra P bezeichne tt : T(F) — > PT(F) die kanonische 
Projektion. Und bezeichne tt : 5L2(C) — > PSL2(C) ebenfalls die kanonische Projektion. 

(P Betrachte zunächst eine 3-Diedergruppe P3 C PSL2CC). 

Dann ist tt^ 1 {V 3 ) eine binäre 3-Diedergruppe. Sie wird von zwei Elementen A, B 
erzeugt, mit A 3 = -1 (A 2 - A + 1 = 0), B 2 = -1, BAB' 1 = A' 1 , siehe [7J 4.4.7]. 
A, B erzeugen über Q eine Quaternionenalgebra F(T> 3 ), und über Z eine Ordnung 
$(T>3) mit Diskriminante 9Z. Also zerfällt F(T> 3 ) an allen Stellen p 7^ 3, 00 von Q. 
Jedes M G F(V 3 ) ist darstellbar als M = a + ßA + 7P + MX mit a, ß,j,S G Q. 
Falls M / 0, ist iV(M) = a 2 + a/3 + /? 2 + 7 2 + 7^ + ö 2 > 0. Daher ist P(P 3 ) 
Divisionsalgebra. Die Anzahl der Verzweigungsstellen von F(T> 3 ) ist gerade (siehe 
[21 Teil VII, § 5, Satz 9]) und > 0. Daher ist F(T> 3 ) genau an den Stellen 3 und 00 
verzweigt, und 3^X3) ist eine P(P3)-Maximalordnung. 

Sei nun F eine Q-Quaternionenalgebra, die genau an den Stellen 3, 00 verzweigt 
ist. Dadurch ist der Isomorphietyp von F eindeutig bestimmt. Also gibt es eine 3- 
Diedergruppe P3 C PT(F). Sei 3^X3) die von tt~ 1 {T> 3 ) erzeugte P-Maximalordnung. 
Offenbar gibt es genau dann eine Einbettung P3 > PSL2(o), d.h. eine Einbettung 
7r _1 (X 3 ) ^ SL 2 {o), wenn es eine Einbettung F M 2 (k) gibt mit 3(P> 3 ) ^ M 2 (o). 
Nach Satz 16.21 ist das wegen v(F) = —3 und n(M2(o)) = 1 genau dann möglich, 

wenn ( — — — — J = 1 für p 7^ 3, 00 und ( — — — - J = —1 für p = 3, 00. 

V v ) \ p J 

Falls p 7^ 3, 00 und p \ d, ist I - ) = 1. Betrachte nun den Fall p \ d, p 7^ 3: 



P 

-3, — d\ ( — 3\ / p 



Für p 7^ 2 ist ( ■ ) = ( — ) = ( — ) = 1 genau dann, wenn p = 1 (mod 3). 

V P ) \ P J W 

Ffc , = 2 ist (z*^ = (z^ (-'•-J' 2 ) = -1. 



Die Gleichung für p = 00 gilt stets, die für p = 3 folgt aus den anderen Gleichungen. 

([n]) Betrachte zunächst eine 2-Diedergruppe T>2 C P5L2(C). 

Dann ist tt~ 1 (T>2) eine binäre 2-Diedergruppe. Sie wird von zwei Elementen A, B 
erzeugt, mit A 2 = -1, B 2 = -1, BAB~ l = A' 1 , siehe 4.4.7]. 
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T>2 ist in genau einer Tetraedergruppe 7" C PSX 2 (C) enthalten. 
Dann ist 7r (7") eine binäre Tetraedergruppe. Sie wird von A, B wie oben, sowie 
von einem Element C erzeugt, mit C 3 = —1, ACA^ 1 = BC und CB = AC; und 
eine elementare Rechnung zeigt, dass C=(l — A — B — AB)/2, siehe [TJ 4.4.10]. 
A, B, C erzeugen über Q eine Quaternionenalgebra F(T) = F(T>2), und über Z eine 
Ordnung 5(7") mit Diskriminante 4Z. Also zerfällt F(T) an allen Stellen p ^ 2,oo. 
Jedes M G F(T) ist darstellbar als M = a + /3A + jB + MS mit a, ß, 7, 5 G Q. 
Falls M / 0, ist N(M) = a 2 + ß 2 + j 2 + 5 2 > 0. Daher ist F(T) Divisionsalgebra. 
Die Anzahl der Verzweigungsstellen von F(T) ist gerade und > 0. Daher ist F(T) 
genau an den Stellen 2 und 00 verzweigt, und 5(7") ist eine i^T^Maximalordnung. 

Sei nun F eine Q-Quaternionenalgebra, die genau an den Stellen 2, 00 verzweigt 
ist. Dadurch ist der Isomorphietyp von F eindeutig bestimmt. Also gibt es eine Te- 
traedergruppe 7" C PT(F). Sei 5(7") die von 7r _1 (7") erzeugte i^-Maximalordnung. 
Offenbar gibt es genau dann eine Einbettung 7" PSL2(o), d.h. eine Einbettung 
7r _1 (T) *— > SX 2 (o), wenn es eine Einbettung F ■-)■ M 2 (fc) gibt mit 5(7") ■-)■ M 2 (o). 
Nach Satz 16.21 ist das wegen v(F) = —2 und n(M 2 (o)) = 1 genau dann möglich, 

wenn ( - — — ) = 1 für p 7^ 2, 00 und f - — — ) = —1 für p = 2, 00. 

\ P J \ P J 

Falls p ^ 2,oo und p f <i, ist ( - ) = 1. Betrachte nun den Fall p I d, p 7^ 2: 

\ P J 

2,-d\ (-2 



- 1 genau dann, wenn p = 1 oder p = 3 (mod 8). 

P J \P J 

Die Gleichung für p = 00 gilt stets, die für p = 2 folgt aus den anderen Gleichungen. 

Wie in (|n|) sei F eine Q-Quaternionenalgebra, die genau an den Stellen 2 und 
00 verzweigt ist, Sei P 2 C PT(F) eine 2-Diedergruppe, und sei 7" C PT(F) die 
Tetraedergruppe mit 2? 2 C 7". 

Betrachte eine M 2 (fc)-Maximalordnung 97t', für die es eine Einbettung 2? 2 Pr(9Jt') 
mit T PT(Wl'), d.h eine Einbettung tt -1 ^) r(9Jt') mit 7r -1 (T) r(£Dl / ) 
gibt. In der Schreibweise der Arbeit [5] ist dies gleichwertig zu /x^ (9Jt') > 0, siehe 
[21 Definitionen 15.5, 22.2, 24.2]. Nach |5] Satz 26.12] gibt es genau dann eine solche 
Maximalordnung SOt', wenn 2 in verzweigt ist. Sei im Folgenden also 2o = p 2 . 

Sei / : F M 2 (/c) eine Einbettung. Sei 50? eine M 2 (/c)-Maximalordnung mit 
/(7r _1 (T)) C r(3Jl), also auch f($(T)) C 971. Sei 3Jf eine M 2 (A;)-Maximalordnung 
mit /(vr- 1 ^)) C r(«0r), aber /(vr^T)) £ r(9JT'). Nach Satz 26.12] gilt: 

• Wenn p = ±1 (mod 8) für alle Primteiler p 7^ 2 von d, 

dann sind 9Jt und ffi isomorph (vom gleichen Maximalordnungstyp) . 

• Wenn p = ±3 (mod 8) für einen Primteiler p von d, 
dann ist N(W®ff)p G I [2) H. 

Nach Lemma [3.41 ist p G I^H äquivalent zu ( — ] = 1 für alle p. 

\ P ) 
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Dies ist äquivalent zu ( — ) = 1. also zu. p = ±1 (mod 8) für p ^ 2, p I d. 

Daher ist stets N(WlWl')p G I^H. Mit den Lemmata E31äj) und EU folgt daraus, 

dass ( ] = 1 für alle p. Wegen f($CT)) C 50t gilt andererseits 

V p ) 

nach Satz 16.21 dass ( ] = 1 für p ^ 2, oo und = —1 für p = 2, oo. 

V P ) 

Also ist V 2 ^ PSL 2 (o) mit T PSL 2 (o), oder gleichwertig dazu Wl' = M 2 (o) 

genau dann möglich, wenn ( ■ ) = 1 für p ^ 2, oo und = —1 für p = 2, oo. 

\ P J 

Dies ist äquivalent zu I ) = 1, also zu p = 1 (mod 4) für p 7^ 2, p \ d. 



P 



□ 
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